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Énoncé :

Théorème 1 : Soit S =
∑

anz
pn une série entière de rayon de convergence égal à 1 telle que (pn)

soit une suite lacunaire et strictement croissant d'entiers. Alors tous les points du cercle S1 sont
singuliers.

On rappelle avant quelques notions :

Dé�nition 2 : On dé�nit le rayon de convergence d'une série entière
∑

anz
n comme étant

R = sup{|z| : z ∈ C,
∑

anz
n converge}

Dé�nition 3 : On dit qu'une suite réelle (pn)n∈N est lacunaire s'il existe c > 1 tel que pour tout
n ≥ 0, pn+1 ≥ cpn.

Dé�nition 4 : Soient U un ouvert de R ou C et a un point de U . On dit qu'une suite de fonction
f : U → C est développable en série entière en a s'il existe une suite de nombre complexes (an) telle
que le rayon de convergence R de la série entière

∑
n≥0 anz

n soit strictement positif et telle que pour
tout z ∈ D(a,R),

f(z) =
∑
n≥0

an(z − a)n.

On dit que f est analytique sur U si elle est développable en série entière en tout point de U .

Dé�nition 5 ( points réguliers et singuliers ) 5 : Soient S une série entière de rayon de
convergence R dont on note f la somme dans le disque D(0, R) et z ∈ C tel que |z| = R. On dit
que z est un point régulier de S s'il existe un ouvert Ω contenant D(0, R) ∪ {z} et une fonction F
analytique sur Ω telle que F = f sur D(0, R). Dans ce cas, on dit que f admet un prolongement
analytique au voisinage de z. Si z n'est pas régulier alors on dit que z est singulier.

Théorème 6 : Soient U un ouvert de C et f : U → C une fonction. Alors f est holomorphe
sur U si et seulement si f est analytique sur U .

Théorème ( prolongement analytique ) 7 : Soient U un ouvert connexe de C contenant
un point a et f : U → C une fonction analytique, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
• f est identiquement nulle sur U ; • f est identiquement nulle sur un voisinage de a.

Résolution :
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Lemme 8 : Soit Ω un ouvert de C contenant D(0, 1) ∪ {1}. On dé�nit le polynôme

Q(X) =
XM +XM+1

2
.

Alors il existe R > 1 tel que Q(D(0, R)) ⊆ Ω.

Démonstration Commençons par montrer que Q(D(0, 1)) ⊆ Ω. Soit z ∈ D(0, 1). Si |z| < 1,

alors |Q(z)| = |z|M |z+1|
2

≤ |z|M < 1 et donc Q(z) ∈ Ω ( car Q(z) ∈ D(0, 1) et D(0, 1) ⊂ Ω). Si
z = 1, alors Q(z) = 1 et donc Q(z) ∈ Ω( car {1} ⊂ Ω). Si |z| = 1 et z ̸= 1, alors par inégalité

triangulaire |Q(z)| = |1+z|
2

≤ 1. Dans ce cas, si on a |Q(z)| = 1, c'est que l'on est dans le cas d'égalité
pour l'inégalité triangulaire, donc que 1 et z sont colinéaires, il existe λ > 0 tel que z = λ et comme
|z| = 1, on a λ = 1 et donc z = 1, ce qui est exclut. Ainsi si |z| = 1 et z ̸= 1, on a |Q(z)| < 1 et
Q(z) ∈ Ω. On en déduit que Q(D(0, 1)) ⊆ Ω.
Or Q−1(Ω)c est un fermé de C et D(0, 1) est un compact. Ainsi la distance entre Q−1(Ω)c et D(0, 1)
est atteinte mais ne peut être nulle.

En e�et, on sait que la distance entre un compact et un fermé disjoint existe et est
même non nulle. Ici, comme on a que Q(D(0, 1)) ⊆ Ω, cela signi�e que D(0, 1) ⊆
Q−1(Ω) et donc on a bien que D(0, 1) et Q−1(Ω)c sont disjoint. donc on a bien notre
distance.

On dé�nit alors µ = d(Q−1(Ω)c, D(0, 1)) > 0 et R = 1 + µ
2
. Donc D(0, R) est dans Q−1(Ω) et

donc Q(D(0, R)) ⊆ Ω. □

Lemme 9 : Soient (pn)n≥0 une suite lacunaire strictement croissante d'entiers et
∑

anz
pn une série

entière de rayon de convergence 1. Alors 1 est un point singulier.

Démonstration : On note f la somme de la série
∑

anz
pn dans D(0, 1). Supposons que 1

est un point régulier de la série précédente. Ainsi il existe Ω un ouvert de C contenant D(0, 1)∪ {1}
et une fonction analytique g : Ω → C qui prolonge f sur Ω.
Comme la suite (pn) est lacunaire, il existe c > 1 tel que ∀n ≥ 0, pn+1/pn ≥ c. Or limM→+∞

M+1
M

= 1,
donc on peut trouver un entier M ∈ N∗ su�samment grand tels que pour tout n ≥ 0, pn+1/pn ≥ c >
(M + 1)/M et donc Mpn+1 ≥ (M + 1)pn.
D'après le Lemme précédent, il existe R ≥ 0 tel que Q(D(0, R)) ⊆ Ω. On peut alors dé�nir la
fonction ( car Q(z) ∈ Ω)

F : D(0, R) → C
z 7→ g(Q(z))

Alors F est holomorphe comme composée de deux fonctions holomorphes ( Q est un polynôme donc
holomorphe et g est analytique donc holomorphe ). La fonction F est donc développable en série
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entière en 0 : il existe (bm) une suite de nombre complexes telle que F (z) =
∑

m≥0 bmz
m de rayon de

convergence supérieur ou égale à R.
En e�et, comme F est holomorphe sur le disque D(0, R), la série entière centrée en
0 est dé�nie sur tout le disque D(0, R) et donc a bien un rayon de convergence au
moins R.

On en déduit que pour tout z ∈ D(0, 1), comme Q(D(0, 1)) ⊆ D(0, 1)∑
m≥0

bmz
m =

∑
n≥0

anQ(z)pn car g coincide avec f =
∑

anz
pn sur D(0, 1)

=
∑
n≥0

an
1

2pn

(
pn∑
k=0

(
pn
k

)
zM(pn−k)+(M+1)k

)

=
∑
n≥0

an
1

2pn

(
pn∑
k=0

(
pn
k

)
zMpn+k

)

Comme Mpn+1 > (M+1)pn pour tout n ∈ N, on a donc pour k ∈ [[0 ; pn]] que Mpn+k ≤ Mpn+pn =
(M + 1)pn < Mpn+1 ≤ Mpn+1 + k′ où k′ ∈ [[0 ; pn+1]]. Donc toutes les puissances sont "distincts"
dans le membre de droite ( les supports des polynômes anQ(X)pn sont deux à deux disjoints). Par
unicité du développement en série entière, on en déduit que pour tout N ∈ N et tout z ∈ D(0, 1),

N∑
n=0

anQ(z)pn =

(M+1)pN∑
n=0

bnz
n

D'après le théorème du prolongement analytique, les deux fonctions précédentes sont des polynômes
donc des fonctions analytiques, et elles coïncident sur D(0, 1), un ouvert de C. On a donc l'égalité
précédente pour tout z de C.
Soit N ≥ 0 et x ∈]1, R[. Ainsi

(M+1)pN∑
n=0

bnx
n =

N∑
k=0

anQ(x)pn

Or la somme partielle à gauche tends vers F (x) quand N tends vers +∞ car le rayon de convergence
de F est plus grand que R. Donc la série

∑
anQ(x)pn converge. Donc le rayon de convergence de la

série
∑

anz
pn est supérieur ou égale à Q(x). Or comme |x| > 1

|Q(x)| = |x|M

2
+

|x|M+1

2
>

1

2
+

1

2
= 1

Cela contredit l'hypothèse de départ que le rayon de convergence de
∑

anz
pn est 1.

On en déduit que 1 est un point singulier. □

Démonstration ( Théorème ) Soit eiθ un point du cercle S1. On dé�nit la série entière

G =
∑

ane
ipnθzpn =

∑
an(e

iθz)pn

Donc G est de rayon de convergence 1 et avec a′n = ane
ipnθ, G véri�e le lemme précédent et 1 est un

point singulier de G. Donc eiθ est un point singulier pour S. □
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